8.1
Znale7¢ rozwiazanie rownania rézniczkowego:
"+4t=0 dy = 2ty*dt
1) yy + ) 2) Y y-at,
y(0) = 4; y(0) = 1;
ty? = )dt + y(t* — 1)dy = 0
gy LIS Ddt g = 1dy =0,y oy
y(0) = 2;
5y — xy? = 2xy; 6) y' = cos(y — x);
Ny —y=2x—3; 8)y = Ar + 2y — 1;
9)y = \/ye’”; 10) y'tgz —y = =2
11) (1 + 2?)y = 2zy; 12)y' + (1 —y?) tgz = 0.

8.2

Znalez¢ rozwigzania ogoélne réwnan jednorodnych rzedu pierwszego:

a) (z —y)dz + (x +y)dy; b) (y* — 2xy)dx + 2*dy = 0;

) zy —y=uwtg; d) zy =y —we*;
e) xy' :ycosln%; f) 223y = y(22% — 3?).
8.3
Znalezé rozwigzania ogélne réwnan rézniczkowych liniowych rzedu pierwszego:
a) zy' — 2y = 22 b) x(y —y) =
— ’_ . Z/
¢)y=x(y — zcosz); d)y' = P
e) (2e¥ —x)y = 1; f)ay + (x+ 1) = 322%™ %;
9) 2z + 1)y =4z +2y; h)y =2z(2* +y).
8.4
Znalezé rozwigzania ogdlne réwnan rézniczkowych Bernoulli’ego:
a) y' + 2y = y’e”; b)y' =y'cosz +ytg;

) wydy = (y* + x)dw; d) y'z’siny = zy’ — 2y;

e)ay — 222y =4y; f) 22*ylny —2)y =y.



8.5

Znalez¢ rozwiazanie réwnania zupelnego:

8.6

Znalez¢ nieosobliwe rozwigzania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego:

1)y’ + 3y = 2% 2)x+3y+ay =0; xy +y+x=¢e"

hy'lx—y)=z+y; 5) xy + (2 + 32)y = ze 3% 6) y+ /2% — 2 —ay = 0;

Ty + 4y = e 47 8)y + 322y =a2+e 9)y =y?+1;

10) 322e¥ + (z3e¥ + 2)y' =0; 11) y3(4y' +y) = x; 12) y' cosy — x —siny = 0.
»® O

2

Odpowiedzi. 1) y(z) = i + ey 2) y(z) = —% + %; 3) y(z) = (e”” - % +C’>; 4) Iny/22 +y? — arctg% =C;
-3z -3z 1 3

5) y(x) = o + 067; 6) y(z) = zsin(C +Inz); 7) y(z) = e (C +2); 8) yla) = 3 +e " (z+C); 9)

y(z) =tgz + C; 10) 2y + 2% = C; 11) (y* + 1 — 2)e® = C; 12) y(z) = arcsin (e*C — 1 — x).

8.7

Rozwiaza¢ rownania rézniczkowe przy podanych warunkach poczatkowych:

_ /:2 22/ /I oToY
1) Yy—zy + 227y, 9) y =e%eY,
y(0) = 0;

oy —y =1+,

D) =2

x

' +y+ay=e’,
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8.8. Rownania rézniczkowe rzedu pierwszego nie rozwiazane wzgledem pochodnej 3

8.8

8.8.1 Znalezé rozwigzania ogblne réwnan rézniczkowych, rozwigzujac je wzgledem po-
chodne;j:

8.8.1.1) y? —y?>=0; 88.1.2) (v +1)3 =27(x +y)%
8.8.1.3) 3y = 27y;  8.8.1.4) zy/(xy/ +y) = 2%
8.8.1.5) y2 +x =2y; 8.8.1.6) y2 —2yy’ = y?(e® —1).

8.8.2 Rozwigzaé rownania rézniczkowe metoda wprowadzenia parametru:

8.8.2.1) z =y +; 8.8.2.2)y = (v —1)Iny/;
8.8.2.3) y? — 22y’ = 2% — 4y; 8.8.2.4) 2xy’ —y =y Inyy’;
8.8.2.5) y = xy’ — x?y'3; 8.8.2.6) zy —y =Iny’.
Odpowiedzi. 1) 4"~ 7+ P g) Jz=1/2’p+Inp+1/p+C,
y =3/4p* +1/2p* + C; y=(p—1)np;

xT=c—p, x=1/2(C/p?>+InC),
3) {y =1/4((c = p)* + 2p(c — p) = P*); K {y =C/p;

2: _1
5) {JCP C\/W ) . 6) y=Cz—InC,y=Ilnz+ 1.

y =1/p(Cy/Ip] = 1= (C/|p] — 1)?)

8.9

Znalez¢ rozwiazania ogoélne réwnain rézniczkowych rzedéw wyzszych:

a) 2?y" = y'*; b) Y3y =1,
9 y”(e +1)+y =0 d)yy" =y"* -y
6) x /// //2; f) y// — ey;
!/
9)y”* =3y 2y) h) zy” =y +asin L;
i) zyy” — zy? = yy'; P yy" =y? + 15y%/x;
k) (22 + 1) (y? —yy") = zyy's 1) ayy” + 2y = 291/;2
!/ !
m) 2?yy" = (y — 2y')%; ny'+ %+ =4

Odpowiedzi. a) C1x—C?y = In|Ciz+1]|+Cy, 2y = 224+C, y = C; b) C1y*—1 = (C1o+C2)%; ¢) y = Ci(z—e %) +Cy;
d)y+Cilnly| =z +Cy,y=C;e) 2y = C122 — 203 (x + C1) In |z + Cy| + Cox + Cs; f) e¥sin?(Crx + Co) = 2C3,

ey sh2(C’1x+Cg) =202 e¥(x+C)? =2;g) o = 3C1p? +InCop, y = 2C1p° +p;y = C; h) C?y = (C?x? + 1) arctg Crov
—C12+Cy 2y = kra?+C, k=0,+1,42.. ;i) y = C’geclxz; j) InCyy = 42°/2+-Chz,y = 0; k) y = Co(z+v22 + 1)1

1) y? = C12° + Co; m) y = Cowe=C1/7; n) y = Cyz| 1z 0 lo],



8.10
Znalezé rozwigzania rownan rozniczkowych spelniajacych warunki poczatkowe:

a) yy" =22y% y(2) =2, y'(2) =0,5;
b) 2y /" =3y =0; y(0) ==3, y'(0) =1, y"(0) = —1;
)

B y///73yy’ y(o):,g y'(0) =0, y'(0) = 4,5;
d) y"cosy +y?siny =y’ y(-1)=F, y'(-1) =2
xzy’+y2 :0’
2 { y(-1) =1
2y+1
y = t
) o
y(m/4) =1/2;

8.11

8.11.1 Roéwnania liniowe jednorodne o stalych wspélczynnikach:

Znalez¢é rozwiazania ogoélne réwnai liniowych jednorodnych o stalych wspoétczynnikach:

a)y”+y—2y=0; b)y" -2y =0;

c)y'" — 4y + 5y =0; d) y" + 4y = 0;

e)y"V —y=0; /) IV+64y=0;
9)4y”+4y +y =05 h) y"" —3y" + 3y —y =0;
i) y'V — 5y + 4y = 0; Ny =3y +2y=0;

k) 3y —2y +y=0; Dy +2y" +y = 0;
m) —6yIV+9y’”:0; n) y///_y//_y/+y:0_

8.11.2 Metoda przewidywan dla réwnani liniowych

Metoda przewidywan znalez¢ rozwiazania ogélne réwnan liniowych niejednorodnych o statych wspoétezynnikach:

a)y" -2y — 3y = e*"; b)y" —y = 2e" —a?;

¢)y" — 3y + 2y = sinx; d)y" — 5y + 4y = 4a?e”;
e) y// + 3y/ _ 4y — e—4m + l’ef‘r; f) y// + 2y/ _ 3y — x2€x;
9)y" — 4y + 8y =e* +sin2zx; h)y” — 9y = e cosx;

i)y’ +y=axsinz; 7)) y" — 5y’ = 322 + sin 5;
k) y" +y = 4ze”; Dy +y — 2y = 3ze”;
m)y" — 2y +y = 6xe”; n)y’'3 —y + 2y = xcosu;
0)y" =3y +2y =sinzsin2z; p)y’ —4dy+4dy=e"%

r)y" +y=sinz — 2e%; s)y" — 4y + 4y =sin®z.

8.11.3 Metoda uzmienniania staltych dla réwnan liniowych

Metoda uzmienniania staltych znalezé¢ rozwigzania ogélne réwnan liniowych niejednorodnych o stalych wspétezyn-

nikach:

a)y" =2y +y=G; b)y”+3y’+2y:ﬁ;

)Y +y= g d) y" +4y = 2tgw;
ey +2y +y=3e*+Vax+ 1.

8.11.4 Zagadnienie Cauchye’go dla réwnan liniowych
Znalez¢ rozwigzania zagadnieri Cauchye’go:
Ly" =y =0; y(0) =3, y'(0)=-1 y"(0) = L;
2.y =2/ +y=0; y(2) =1,y (2) = -2
3.y +y=4e"; y(0) =4, y(0) = =3
4y =2y =2e" y(1) = -1, y'(1) = 0;

5 LY -4 +3y=0,
"~ y(0) =6, y'(0) = 10;



8.11. Réwnania i uktady réwnai liniowych

y' —y *21*17)

6 { )=1, y'(0) = 1.

7 4y”—|—16y +15y—4e s,
) =3, y'(0) =5,5.

8. — 2y +10y—10x + 18z 4 6,
)=1, y'(0) = 3,2.

9 {y”+4y —|—29y—0

=0, y/(0) = 15.

10 { 4y" +4y' +y =0,
" w(0)=2, y(0)=0.

8.11.5 Roéwnania Eulera

Znalezé rozwigzania rownan Eulera:

a) 22y" — dzy’' + 6y = 0;

+ay —y=0;
e) x3y” —2zy =6Inuwx;

) 3///

f) (@=2)% ”—3(1‘—2)

2y’ — xy’ — 3y = 0;

22y — xy +y = 8x3;

8.11.6 Uklady réwnan jednorodnych o stalych wspétczynnikach

Znalezé rozwigzania uktadéw réownar jednorodnych o statych wspotczynnikach:

a) T =2z +vy,
y = 3z + 4y;
T =x— 3y,
y =3z +y;
T =2y — 3z,
Y=y -2
T=x4+z—y,
y=x+y—z,
z =12 —1y;

AM=1, A=2 A3 =

T=2x+2z—y,
N g=a+2,
{ z=y—2xr—z;
A =1, Ag 3 = +i)

T=3x—2y— 2z,
y=3r — 4y — 3z,

z =2z — 4y,
1=—5, Aa3=2)

T=y—"Tx
n)
¥+ 2x+ 5y =0.

8.11.7 Uklady réwnain niejednorodnych

b){ T+xz—8y=0,

) —x—y=0;
T =2z +vy,
y =4y —z;
T =3 -y,
y=dr—y;
T =2x +vy,
y=z+3y — z,
z=2y+ 3z —x;

) )\1—2,)\23—3:|:Z)

T=2x—y—z,
k)] y=3x—2y— 3z,

z=2z—x+y;
M=0,2=X=1)

T=y—2z—uxa,
m){ y=4dx+y,
z=2x+y—z;

AM=1 A=x=-1)

Znalez¢ rozwiazania uktadéw réwnan niejednorodnych o statych wspotczynnikach:

M, t
of 2zrre

Y =x+t%
0) i = 3z + 2y + 4e?,
y=x+2y;

e) &=y +tg?t—1,
y=—x+tgt;

b) T =1y —bcost,
y=2x+y;

d) =3z —4y+e H,
=z —2y— e %,

)

T=2y—x
. et .
y:4y—3$+m,

"+ 4y =x.
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